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La contribución de la Historia de las Matemáticas a laFormación de Profesores de Matemáticas de EducaciónSecundaria1
Bernard R. HodgsonDépartement de mathématiques et de statistiqueUniversité Laval, Québec,Canada G1K 7P4bernard.hodgson@mat.ulaval.ca
Resumen2En esta ponencia presento el lugar que la historia de las matemáticas ocupaen los programas de formación de profesores, más concretamente la contribuciónque esta temática puede aportar a la preparación de profesores de secundaria.Tomando como base la exigencia, cada vez más extendida en muchos países, deintegrar elementos culturales e históricos en el curriculum escolar de matemáticas,analizo cómo ese contexto impacta en los programas universitarios de formaciónde profesores, así como en los departamentos de matemáticas que ofertan cursosde historia de las matemáticas. También presento algunos ejemplos de tópicosmatemáticos con sabor histórico, extraídos de mi propia experiencia como formadorde futuros profesores de secundaria.Palabras claveFormación de profesores, historia de las matemáticas.AbstractIn this paper, I discuss the place of history of mathematics in teacher educationprogrammes, and more specifically the contribution that this topic may bring tothe preparation of secondary school mathematics teachers. Taking as a basis therequirement more and more widespread in many countries of integrating elementsof culture and history in the mathematics school curriculum, I examine how sucha context impacts on university programmes for teacher education, as well as onthe mathematics departments offering courses in the history of mathematics. I alsopresent a few examples, taken from my own teaching to preservice secondaryschool teachers, of mathematical topics with a historical flavour.Key wordsTeacher preparation, history of mathematics.
1 Este trabajo corresponde a una conferencia paralela dictada en la XIII CIAEM, celebrada en Recife,Brasil el año 2011.2 El resumen y las palabras clave en inglés fueron agregados por los editores.
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92 Bernard R. Hodgson
1. Introducción
En la educación matemática actual, cada vez hay una mayor concienciación del papelque debe jugar la cultura en la enseñanza y aprendizaje de matemáticas. Esto se puedeconsiderar parte de una tendencia global de incrementar los aspectos culturales en elcurriculum escolar general, que incluye el de matemáticas. De particular interés en estaconexión es el papel específico que la historia de las matemáticas podría o deberíaocupar en el horizonte de la educación matemática.En esta ponencia pretendo examinar los contextos pedagógicos en los que se puedeutilizar, de forma útil y provechosa, la historia de las matemáticas, para cubrir lasnecesidades específicas de los futuros profesores que, a su vez, permitan seguir lastendencias actuales sobre cultura e historia en el curriculum escolar de matemáticas.También deseo considerar un aspecto, posiblemente común a diferentes departamentosde matemáticas de todo el mundo, como es el hecho de que algunos matemáticos soninducidos, de facto, a responsabilizarse de la enseñanza de la historia de las mate-máticas sin haber recibido una formación específica sobre ese contenido. Será crucialcómo estos compañeros adquieren el soporte necesario para abordar estas expectati-vas que recaen sobre ellos. Finalmente, ofreceré algunos ejemplos de tópicos históricosque proporcionan ricos contextos para discusiones fructíferas sobre matemáticas, espe-cialmente desde una perspectiva epistemológica, extraídos de mi enseñanza a futurosprofesores de secundaria. Los ejemplos escogidos están relacionados con la noción dedemostración.Mis comentarios están basados en mi propia experiencia como matemático que trabajaen la formación de profesores de educación secundaria, en particular en la enseñanzade una asignatura de historia de las matemáticas específica para profesores. Los puntosde vista y ejemplos que se ofrecen provienen de dos presentaciones previas, la primeraen la Sixth International Conference on Mathematics Education and Cultural Historyof Mathematics in the Global Information Society (MECHMI-6) celebrada, en 2009,en Osaka (Japón) (Hodgson, 2009b) y, la otra, en la International Conference on theSocio-Cultural Approach to Mathematics Education que tuvo lugar en Jinhua (China),en 2010 (Hodgson, 2010a). Agradezco esta oportunidad de presentarlos a la comunidadlatinoamericana en el contexto del XIII CIAEM.
2. Historia de las matemáticas y el curriculum de matemáticas
En las últimas décadas, parece haber una fuerte tendencia en la evolución de los cu-rricula escolares hacia la introducción de componentes relacionados, específicamente,con aspectos culturales. Lo explicaré mediante ejemplos con los que estoy familiarizado,en concreto me referiré a los actuales curricula oficiales de matemáticas para educa-ción primaria y secundaria en la provincia de Quebec (Canadá) –estos dos programaseducativos se implementaron en la última década.
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En el curriculum escolar de matemáticas de primaria se enumera, explícitamente, unconjunto de “Referencias Culturales”3 que, además del llamado “Conocimiento Fun-damental”, forman parte integral del programa –ésta es una característica nueva enrelación con versiones previas del curriculum. Estos ingredientes culturales tienen uncomponente histórico no despreciable que tiene que ver con tópicos como números(origen de los números, desarrollo de sistemas de representación de números, relacio-nes interdisciplinares con geografía, ciencia, etc.), figuras geométricas (relaciones conel arte, la decoración, la arquitectura, etc.) o medida (aspectos históricos del sistemade medidas, símbolos).Los requisitos del curriculum de educación secundaria son mucho más ambiciosos yexplícitos, tanto en el alcance como en la profundidad que se espera que consiganlos profesores relacionada con esas “Referencias Culturales”. Como consecuencia, sudescripción en el documento oficial del curriculum de matemáticas llena unas cuan-tas páginas y proporciona bastantes sugerencias específicas sobre los temas que sepueden introducir, relaciones que se pueden hacer (históricas o interdisciplinares), pe-riodos históricos que se pueden discutir o matemáticos que se pueden mencionar. Estosaspectos están relacionados con las principales partes del curriculum (aritmética y ál-gebra, geometría, trigonometría, combinatoria, estadística y probabilidad). Entre lasjustificaciones básicas que se presentan, en esos documentos, de dichas referenciasculturales, se incluye el hecho de que las matemáticas forman parte de la herenciade la humanidad, que poseen una larga y rica historia y que su evolución ha estadodirecta o indirectamente relacionada con las necesidades de las diferentes sociedades.De esa forma se anima a que los profesores consideren la importancia de incorporaruna dimensión epistemológica en las actividades de aprendizaje para ofrecer una ven-tana al pasado y el presente y dar oportunidades a los alumnos de apreciar mejor lasmatemáticas, tanto en sí mismas como disciplina, como en relación con su papel en lasociedad.No sorprende que las guías educativas oficiales de los programas universitarios, paraprofesores de educación primaria y secundaria, subrayen la importancia de formarlosintroduciendo la perspectiva cultural en su trabajo con los alumnos. La cultura se pre-senta “como un tipo de sensibilidad que permite definir una relación con el mundo,con nosotros mismos y con otros”4 (Ministère de l’Éducation, 2001). El “profesor culto”,cuya responsabilidad es facilitar que los alumnos sean “personas cultas”, se consideraposeedor de cultura, su heredero, crítico e intérprete. Su papel es facilitar la construc-ción del conocimiento por los alumnos, para lo cual debe ser sensible a la historia deun concepto concreto o de un aspecto del conocimiento.La recomendación oficial del ministerio de educación fue invitar a que los formadoresde profesores relacionaran su proceso de enseñanza con la cultura, sin añadir “asig-naturas culturales” a los programas de formación de profesores. Éste es precisamenteel enfoque elegido, en mi universidad para la preparación de profesores de primaria,principalmente debido a la imposibilidad de añadir nuevos créditos a los ya de por sísaturados programas. Referido al componente matemático, los ingredientes culturalesse consideran en dos asignaturas obligatorias para futuros profesores de primaria. En
3 “Repères culturels” en francés4 “la culture comme raison sensible qui nous fait entrer en relation avec le monde, soi-même et autrui”.
i
i
i
i
i
i
i
i
94 Bernard R. Hodgson
aritmética se incluyen actividades sobre el desarrollo de los sistemas de numeración asícomo discusiones sobre la historia y especificidad de diferentes tipos de números (nú-meros naturales, negativos, racionales, irracionales). La asignatura de geometría ofrecevarios contextos para trabajar los fenómenos geométricos, por ejemplo, en relación conla geometría que poseen ciertos objetos en el arte (pinturas, etc.), las simetrías que sepueden observar en el entorno (edificios, puentes, etc.) o el estudio de frisos y teselas.Discusiones sobre rigor y argumentación también forman parte del programa.En relación con las necesidades de los profesores de secundaria, la mayoría de lasuniversidades de Quebec incluyeron una asignatura de historia de las matemáticasen el programa de formación de profesores. Éste es el caso de mi universidad dondela ofrecimos, específicamente, a los profesores de secundaria, en el sentido de queson los únicos alumnos que la cursan. Su objetivo, como se indica explícitamente ensu título, es proporcionar a los estudiantes la oportunidad de reflexionar sobre laevolución de ideas matemáticas, así como desarrollar una profunda y amplia visiónde este campo observando algunas de sus “grandes corrientes”. Esta asignatura seconcibe como una piedra angular que se ofrece en el último semestre del programa ypretende iluminar el origen de algunas nociones matemáticas del nivel de secundariapara permitir apreciar su motivación, lugar e importancia en las matemáticas. A losestudiantes se les invita a “vivenciar” los conceptos matemáticos al situarlos en sucontexto –histórico, científico, sociológico– problemas y situaciones que conducen aldesarrollo de las nociones matemáticas fundamentales. Un objetivo específico del curso,como reacción a una creencia ampliamente difundida, es permitir que los alumnos seden cuenta de que las matemáticas, aunque surgen del esfuerzo humano y tienen unbrillante pasado, están lejos de estar “terminadas” sino fuertemente inmersas en elmundo actual y su evolución. También se espera que el curso permita, a los futurosprofesores, desarrollar herramientas y marcos de referencia para la reflexión personalsobre el papel y el lugar que la historia de las matemáticas puede tener en la educaciónsecundaria.
3. Retos departamentales relacionados con la enseñanza de la historia
Entre las asignaturas que, eventualmente, típico miembro de un departamento univer-sitario de matemáticas puede enseñar, probablemente la historia de las matemáticastiene un sabor peculiar. Aunque no se puede esperar que todos los matemáticos tenganinterés o sean expertos en ese tema, es importante identificar las condiciones que per-miten que un departamento cumpla adecuadamente con sus obligaciones en relacióncon ella y proporcione soporte suficiente a sus profesores.Una dificultad básica, como se mencionó en la Introducción, es la posible ausenciade conocimiento formal de la historia de las matemáticas por un potencial profesor deuniversidad. Y esto es, de alguna forma, diferente de lo que suele ocurrir en otros camposde conocimiento. Por ejemplo, cuando un algebrista enseña una asignatura de análisis,ese conocimiento ya lo ha explorado como matemático (al menos, como estudiante). Esposible que no posea el nivel de un investigador en ese tema pero no es un extraño aese conocimiento y, dependiendo del nivel específico de la asignatura que debe enseñar,
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puede, fácilmente, estar en una posición razonable para satisfacer cualquier expectativa.Esto puede ser bastante diferente con la historia de las matemáticas puesto que es unconocimiento del que se suele estar más distanciado. La mayoría de los que se acercana la historia de las matemáticas sin ser profesionales, tienen que empezar desde elprincipio –algunas veces, incluso, respecto de los aspectos globales de “cultura general”en los que la asignatura está inmersa.Hay otras dificultades intrínsecamente relacionadas con el propio campo de conoci-miento. Mis comentarios, sobre este aspecto, se basan principalmente en mi experienciapersonal, es decir, en la evolución que sufrí cuando mi conexión con la historia pasóde un interés personal, esencialmente cultural, a otro relacionado con organizar unconocimiento que formara la espina dorsal de una asignatura. La historia de las mate-máticas es un campo extremadamente vasto que me obligó a seleccionar el contenidoe identificar criterios para que fuera congruente con las expectativas de la audiencia ala que iba dirigida. La enseñanza de una asignatura estándar, como el álgebra lineal,no suele obligar al mismo nivel de selección. El “tipo” de conocimiento que se enseñatampoco es el mismo que el de una asignatura de matemática tradicional. Mientrasque, en mi opinión, aunque la asignatura de historia de las matemáticas debe, evi-dentemente, tener un fuerte contenido matemático, puede no ser, y debería no ser,“sólo” matemáticas. Es decir, un aspecto crucial, en ella, es apreciar las matemáticasen diferentes momentos de su evolución, atestiguar que los conceptos emergen en uncontexto cultural, social y científico dado, y apreciar las “grandes ideas” que forman unhilo conductor a lo largo de la evolución de las matemáticas a través de los tiempos.Finalmente, evaluar una asignatura de historia de las matemáticas representa un retosustancial usualmente más complicado que en otras asignaturas de matemáticas conlas que el profesorado está acostumbrado. Dependiendo del énfasis, es preciso valorarlas dimensiones culturales y globales para las que un examen tradicional puede no serel mejor instrumento.Otra dificultad que deseo mencionar está relacionada con lo que llamaría aceptación(o falta de aceptación) de la historia de las matemáticas como un campo en el queun determinado departamento de matemáticas debería sentirse responsable. Esto tie-ne un impacto obvio en el apoyo que proporcionará a los profesores involucrados, oque pretendan involucrarse, en su enseñanza. Aquí se puede establecer una llamativaanalogía con el nivel de aceptación y apoyo de una Facultad de matemáticas a laformación de profesores, como se discute en (Hodgson, 2001). La cuestión básica es siese compromiso (en la enseñanza a profesores o en la de la historia) se considera porel departamento como un trabajo bona fide en matemáticas al mismo nivel que cuandose interactúa con alumnos de ingeniería o especialistas en matemáticas –por no refe-rirse a la investigación matemática per se. Aunque algunos indicadores (por ejemplo,reconocimiento de los compañeros, promoción, subvenciones, etc.) parecen sugerir quela situación está muy a menudo alejada de la ideal en este sentido, otros señalan quela mentalidad está evolucionando, aunque lentamente.
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4. Posibles recursos para los que enseñan historia de las matemáticas
El surgimiento y consolidación de la didáctica de la matemática como un campo deinvestigación y especialización en sí mismo es un elemento crucial en el desarrollode las reflexiones que se llevan haciendo en los últimos 50 años sobre la enseñanzay aprendizaje de las matemáticas desde una perspectiva internacional. En particu-lar la Comisión Internacional de Educación Matemática (International Commission onMathematical Instruction / ICMI) ha atestiguado, acompañado y, en algunos momen-tos, incluso fomentado esa evolución (Menghini et al. 2008 o Hodgson 2009a), que hapasado de centrarse en objetivos nacionales de educación matemática, en los primerosmomentos de existencia del ICMI a principios del siglo XX, a objetivos relacionadoscon las necesidades de los individuos –tanto alumnos como profesores. Este cambio haconllevado el desarrollo de un estudio más sistemático del papel de la historia de lasmatemáticas en el contexto pedagógico y su impacto potencial en el alumno, así comola publicación de abundante literatura sobre este tema.En el marco del ICMI, por ejemplo, el International Study Group on the Relationsbetween the History and Pedagogy of Mathematics (HPM) se afilió al ICMI en 1976y desde entonces, regularmente, se han propuesto y organizado diferentes actividadesdedicadas al papel e impacto de la historia de las matemáticas en entornos pedagó-gicos. Por ejemplo, además de los “encuentros satélite” celebrados con ocasión de lacelebración de las sucesivas ediciones del Congreso Internacional de Educación Mate-mática (International Congress on Mathematical Education / ICME), cada cuatro años,el HPM también está apoyando, en Europa, la European Summer University (ESU)sobre Historia y Epistemología de la Educación, que también se celebra cada cuatroaños. Las publicaciones resultantes de tales actividades del HPM (ver entre otras Katz,2000) contienen un rico material del cual, un recién llegado que vaya a encargarse dela enseñanza de la historia, seguramente puede beneficiarse.Una acción más específica y sistemática del ICMI fue la organización de un Studysobre el papel de la historia de las matemáticas en la enseñanza y aprendizaje delas matemáticas. Su décimo ICMI Study fue “conceived in the early 1990s in orderto tease out the different aspects of the relations between history and pedagogy ofmathematics, in recognition of how the endeavours of (. . . ) the HPM Study Group hadencouraged and reflected a climate of greater international interest in the value ofhistory of mathematics for mathematics educators, teachers and learners”5 (Fauvel &van Maanen, 2000, p. xiv). El volumen resultante del estudio (Fauvel & van Maanen,2000) contiene valiosa información sobre este tópico, especialmente en relación con elcaso específico de la formación de profesores. Una revisión del Study y sus resultados,que vale la pena leer, fue realizada por Furinghetti (2005). También se pueden encontrarcomentarios sobre ese Study en mi documento (Hodgson, 2009b), donde resalté muchosejemplos concretos de diferentes países que aparecen en sus páginas y que podríaninspirar a los que se animen a incluir el componente histórico en la formación deprofesores.
5 Concebido, a principios de los noventa, para desentrañar los diferentes aspectos de las relaciones entrela historia y la pedagogía de las matemáticas, en reconocimiento de cómo los esfuerzos (. . . ) del HPM StudyGroup habían animado y reflejado un clima de mayor interés internacional hacia el valor de la historia delas matemáticas para los educadores matemáticos, profesores y alumnos.
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La información que esas fuentes proporcionan es acorde al fuerte consenso que seobserva en la investigación actual en educación matemática sobre la importancia del“componente del profesor” entre los muchos factores que influyen en el desarrollo de laeducación matemática en términos generales y, más específicamente, la implementaciónactual en el aula de las reformas e innovaciones propuestas. Una cita del informe sobreel trabajo del Survey Team, presentado por Sfard en su conferencia plenaria en elICME-10, puede ser adecuada en este contexto:
The first thing I wish to say is that I am pleased to find out that the lastfew years have been the era of the teacher as the almost uncontestedfocus of researchers’ attention. This is quite a change with respect to thelast two decades of the 20th century which were almost exclusively the eraof the learner. And we have certainly come a long way since the era of thecurriculum, roughly corresponding to the 1960s and 1970s when the mainplayers in the educational game were the developer and the textbook. Iconsider the re-conceptualization of the relationship between the teacherand the researcher a big leap toward research that plays a genuine rolein shaping and improving practice. (Sfard, 2008 p. 90)
Otra referencia reciente de la literatura, sobre el papel de la historia de las matemáticasen la preparación de los profesores, es el artículo de Furinghetti (2007), donde elálgebra se utiliza como un estudio de caso para mostrar cómo la historia intervieneen la construcción de secuencias de enseñanza. El interesante punto de vista de laautora es que los futuros profesores necesitan ver los tópicos que enseñarán de unamanera distinta y que la historia puede ser una ayuda para proporcionar un contextoen esa visión renovada. Se debe advertir que, en su aproximación, la historia de lasmatemáticas no se introduce per se en el programa de formación de profesores sinoque es un “mediador del conocimiento para la enseñanza” (Furinghetti, 2007, p. 133).
5. Algunos apuntes sobre el papel de la demostración inspirados enla historia de las matemáticas
Elegir “buenos” tópicos para una asignatura de historia de las matemáticas no essiempre una cuestión trivial, especialmente cuando trata de considerar las necesidadesde los profesores. En esta sección discutiré tres ejemplos de tópicos extraídos de lahistoria de las matemáticas que desarrollé durante mi enseñanza a futuros profesoresde educación secundaria y que, no sólo considero adecuados, sino importantes para laformación de esos profesores. Estos tres ejemplos se basan en el empleo de fuentes ori-ginales en el aula. Ese acercamiento a los textos originales, sea con futuros profesoreso con alumnos, se presentó en el ICMI Study 10 como “uno de los más valiosos, tantoen los colegios para los alumnos como en las instituciones de formación de profesores”6pero ciertamente es muy ambicioso y difícil. No es fácil identificar fuentes originales
6 One of the most rewarding for students both at school and at teacher training institution (Fauvel &van Maanen, 2000 p. xvii)
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que sean accesibles a los alumnos –a veces los obstáculos lingüísticos son considera-bles por el estilo y el contexto de la escritura–, que se puedan trabajar en un tiemporazonable y que sean herramientas útiles para ayudar a que los alumnos progresen ensu aprendizaje. Pero se puede hacer de forma provechosa, como se muestra claramenteen la amplia literatura que se ha desarrollado (ver por ejemplo el Capítulo 9 de Fauvel
& van Maanen, 2000).Los ejemplos que considero a continuación se han presentado en mi documento (Hodg-son, 2010a) y están relacionados con la noción de demostración –probar la validezde un teorema dado, probar la corrección de un algoritmo dado (o fórmula). Creo quemuestran gráficamente cómo la historia puede ayudar a reflexionar sobre el papel de lademostración y los diferentes entornos en los que puede tener lugar. También sugierenel tipo de desarrollo histórico-matemático que podría ser apropiado para profesores.Empezaré con el importante descubrimiento, hace poco más de un siglo, relacionadocon ‘el Maestro de los Maestros’, Arquímedes (287-212 a. de C.), y se refiere al temade la demostración desde una perspectiva general.
5.1. Sobre El Método de ArquímedesEl tratado de Arquímedes, El Método, cuya existencia era conocida a través de otrostrabajos, fue sorprendentemente descubierto en la biblioteca de un monasterio griegoen Constantinopla a finales del siglo XIX. El manuscrito estaba en un palimpsesto,es decir, un pergamino reutilizado que fue descifrado en 1906 y publicado en 1912(Heath, 1953). El palimpsesto, que recientemente ha recibido mucha atención cuandose vendió en una subasta en 1998, es actualmente objeto de un importante proyectode investigación. (Más información sobre el palimpsesto se puede encontrar en (Netz
& Noel, 2007) y en la página web www.archimedespalimpsest.org/.)Un interés fundamental de El Método es que, en él, Arquímedes presenta un método,basado en los principios de la mecánica, que usó para descubrir muchos importantesresultados sobre áreas y volúmenes. Arquímedes explícitamente afirma que no consideraque dichos resultados estén demostrados con su método. Pero hace hincapié en que,conocer el resultado que debe ser probado, es de gran ayuda cuando hay que realizarargumentos rigurosos.En una parte del prefacio de El Método, dirigido a Eratóstenes, Arquímedes introduceel contenido de este tratado en los siguientes términos:
Saludo de Arquímedes a Eratóstenes. (. . . )Viendo en ti (. . . ) un hombre de considerable importancia en Filosofía, yun admirador [de la indagación matemática], considero adecuado escribirpara ti y explicar con detalle (. . . ) la peculiaridad de cierto método conel que es posible investigar algunas cuestiones matemáticas por mediode la mecánica (. . . ) [C]iertas cosas se clarificaron para mí primero por elmétodo mecánico aunque después tuvieron que demostrarse geométrica-mente puesto que dicho método no suministra una verdadera demostración.Pero, naturalmente, una vez adquirido algún conocimiento del asunto encuestión, es más fácil desarrollar la demostración que buscarla sin ningúnconocimiento previo. (Traducido de Heath, 1953, Supplemento p. 13)
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Después Arquímedes presenta el primer teorema que obtuvo por medio de su métodode descubrimiento, esto es, que el área de un segmento de parábola es 4/3 del áreadel triángulo inscrito en ella. Su discusión se basa en el siguiente sistema mecánico(Heath, 1953, Supplemento p. 16), donde K es el punto de apoyo de la palanca CH , lalínea PO del segmento de parábola ABC se traslada TG , con centro de gravedad H ,y luego se equilibra con MO , con centro de gravedad en N (Heath, 1953, Supplementopp. 15-17, o Katz, 2009 pp. 104-105.)
Figura 1
Arquímedes concluye la discusión con las siguientes observaciones:
Ahora bien, lo que aquí se establece no ha sido verdaderamente demos-trado por el argumento empleado; pero ese argumento parece indicar quela conclusión es cierta. Entonces, como el teorema no está demostradopero, al mismo tiempo, sospechando que la conclusión es cierta, recurrire-mos a la demostración geométrica que yo mismo descubrí y ya publiqué.(Traducido de Heath, 1953, Supplemento pp. 17-18)
Es verdaderamente fascinante dar testimonio de la aguda distinción de Arquímedesentre un argumento heurístico que permite alcanzar una cierta conclusión, sugiriendoque sea cierta, y una demostración bona fide de tal conclusión (Es posible utilizarun divertido juego de palabras en francés para esta conexión, para distinguir entre“Archimède qui trouve” y “Archimède qui prouve”).Además del interés histórico intrínseco del descubrimiento del texto de El Método, esteepisodio proporciona una maravillosa oportunidad para una rica discusión con los estu-diantes sobre la noción de demostración, su papel y estatus en el contexto matemáticoy las variadas formas que puede tomar. Es de gran interés ver a Arquímedes juzgándosea si mismo al decir que “el teorema no está demostrado” por su método mecánico yhaciendo hincapié en la necesidad de proporcionar una demostración adecuada, estoes, un argumento que respete los criterios comúnmente aceptados sobre cómo debe seruna demostración. Por otro lado, podemos ver a Arquímedes teniendo en mente lo quees una demostración, es decir, un cierto “acto social” que tiene lugar en una cultura
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y en un marco científico determinados, es decir, un argumento que debe ser aceptadocomo válido por un grupo de personas. Por eso llegamos al convencimiento de queeste aspecto puede ser provechoso para nuestros estudiantes y, en particular, para losfuturos profesores.(Debería tenerse en cuenta que la “demostración geométrica” mencionada por Arquí-medes aparece como proposición final de su tratado Cuadratura de la Parábola (Heath,1953). Esta demostración se basa en la aproximación del área del segmento de pa-rábola por polígonos inscritos usando lo que se conoce como “método de exhausción”juntamente con una doble reductio ad absurdum –todo ello siguiendo los estándaresde los griegos de su tiempo.)
5.2. El Teorema de PitágorasMis siguientes ejemplos están relacionados con contextos en los que se obtienen algu-nos resultados matemáticos de forma visual o, al menos, con un fuerte matiz geométrico.Por supuesto es importante recalcar hasta qué punto tales demostraciones, eventual-mente “demostraciones sin palabras” como también se las conoce, son aceptables,pertinentes, útiles e incluso preferibles a otro tipo de demostraciones.La historia de las matemáticas, en particular su conexión con el análisis, muestra mu-chos casos de reticencia a confiar en argumentos visuales. De hecho, a veces, inclusose puede evidenciar una total devaluación del papel de las figuras. Quizás el que mejorexpresó este punto de vista fue Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) quien orgullosa-mente anunció, en la introducción de su Mécanique analytique (1788), que no habíafiguras en su libro:
No se encontrarán figuras en este libro. El método que aquí presentono requiere construcciones ni razonamiento geométrico o mecánico, sinosólo operaciones algebraicas desarrolladas de forma regular y uniforme.(Lagrange, 1965 pp. iii-iv)7
Para Lagrange, la desaparición de las figuras era una consecuencia de la preeminenciadada al simbolismo algebraico frente al geométrico. Ese criterio dominó enérgicamenteel contexto matemático hasta tal punto que un resultado geométrico, como el Teoremade Pitágoras, se suele presentar en un marco algebraico un tanto distante de susorígenes geométricos. Este es un sorprendente ejemplo de la distinción entre “historia”y “herencia” discutido por Grattan-Guinness (Grattan-Guinness, 2004 pp. 2-3).Es interesante volver a parafrasear a Euclides (c. 325-265 BCE) en sus Elementos,cuando establece el Teorema de Pitágoras (Libro I, Proposición 47):
En los triángulos rectángulos el cuadrado construido sobre el lado opuestoal ángulo recto es igual a los cuadrados construidos sobre los lados queforman el triángulo rectángulo. (Traducido de Heath, 1956).
7 On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage. Les méthodes que j’y expose ne demandent niconstructions, ni raisonnemens géométriques ou méchaniques, mais seulement des opérations algébriques,assujetties à une marche réguliere et uniforme.
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De crucial importancia es el uso de la palabra “sobre” –los objetos matemáticos queEuclides discute son geométricos, es decir “los cuadrados SOBRE los lados” de untriángulo básico, no son los (algebraicos) “cuadrados DE los lados”. Es bastante naturaly tentador, dentro de la “herencia” de la tradición, discutida en (Grattan-Guinness,2004), incluir las letras a, b y c para los lados del triángulo y convertir el Teoremade Pitágoras en su versión algebraica: a2 + b2 = c2. Esto conduce a una posibledemostración del teorema donde el tratamiento algebraico vuelve a ser preeminente: elsiguiente cuadrado, de lado a+ b y, por lo tanto, de área a2 + b2 +2ab, está formadopor cuatro triángulos rectángulos a-b-c, además de un cuadrado de lado c, de dondea2 + b2 = c2.
Figura 2
Una aproximación diferente al Teorema de Pitágoras, que se puede interpretar entérminos de la disección del cuadrado construido sobre la hipotenusa en el cuadradode lado (a− b) y cuatro triángulos, se puede encontrar en la antigua literatura China,precisamente en el tratado clásico El Gnomon del Zhou (Zhoubi suanjing) que seremonta a la Dinastía Han (entre -206 y 220) y que fue comentado por Zhao Shuangen el siglo III –ver (Katz, 2009 p. 204). La siguiente figura famosa fue extraída de laedición de 1213 (Chemla, 2005).
Figura 3
En esta última figura también se puede ver otra disección del cuadrado sobre lahipotenusa que, posiblemente, transmite mejor el sabor geométrico original del Teorema
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de Pitágoras, esto es, la combinación de dos cuadrados para formar un tercero con áreaigual a la de los dos cuadrados dados. Esta interpretación particular es incluso másclara en la siguiente figura, del matemático árabe Thabit Ibn Qurra (836-901).
Figura 4
De la misma forma, la demostración propuesta por Euclides en su Proposición I.47, quesurge del siguiente diagrama, también es más cercana al aspecto geométrico que nosinteresa.
Figura 5
Esta figura se obtiene trazando la perpendicular a la hipotenusa desde el vérticedel triángulo rectángulo y, después, dividiendo el cuadrado sobre la hipotenusa endos rectángulos. La demostración de Euclides consiste en probar que cada cuadradoconstruido sobre los lados que forman el ángulo recto es igual (en área) a uno deesos rectángulos. Por ejemplo, los dos triángulos sombreados en la figura anterior, queson congruentes, juegan el papel de “intermediario” entre el cuadrado más pequeño yel rectángulo más pequeño dentro del cuadrado construido sobre la hipotenusa –cadatriángulo es la mitad del área del cuadrilátero correspondiente.La demostración de Euclides, o una pequeña variante de la suya, puede ser fácilmentetrasformada en una “demostrada sin palabras” animada.
Figura 6
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De especial interés, cuando uno desea ver el cuadrado construido sobre la hipotenusaa partir de la combinación de los dos cuadrados construidos sobre los lados, es la inge-niosa demostración-disección propuesta por Henry Perigal (1801-1898), un aficionadomatemático británico. Dibujando primero una línea paralela a la hipotenusa a travésdel centro del mayor cuadrado construido sobre los catetos, y luego una perpendiculara ésta, se divide el cuadrado en cuatro trozos que, cuando se añaden adecuadamente alcuadrado más pequeño, proporcionan un embaldosado del cuadrado construido sobrela hipotenusa.
Figura 7
Otras reflexiones sobre el Teorema de Pitágoras, entendido como suma de cuadrados,se pueden encontrar en (Hodgson, 2010b).
5.3. Extrayendo raíces cuadradasEl interés en extraer raíces cuadradas en matemáticas ha sido creciente desde tiemposremotos. Una posible encapsulación de este tópico se puede hacer con el siguientealgoritmo, que se ha enseñado en los colegios de todo el mundo hasta hace pocasdécadas. El cálculo que se muestra corresponde a √55225 = 235.
5 52 25 2354 2× 21 52 43× 31 29 465× 523 2523 250
No sorprende que esa manipulación se enmarque en un contexto puramente aritmético.Sería posible justificar este algoritmo utilizando la identidad algebraica (u + v )2 =u2 + v 2 + 2uv . Sin embargo, las mismas palabras empleadas (“raíces cuadradas”)sugieren que un marco geométrico que incluya algunos cuadrados puede ser útil.La extracción de raíces cuadradas es un tópico tratado en otro trabajo matemático chino,Nueve Capítulos del Arte Matemático (Shen; Crossley & Lun, 1999), también escrito
i
i
i
i
i
i
i
i
104 Bernard R. Hodgson
en tiempos de la Dinastía Han (entre -206 y 220). El comentario hecho en el siglo IIIpor Liu Hui sobre esta operación (Capítulo Cuatro, “Pequeña anchura”, problema 12)está basado en una bella figura geométrica8 que aclara los principios que subyacen aeste algoritmo y, en particular, los extraños pasos en los que las raíces parciales setienen que doblar (como 23 para obtener 46 –ver la última línea en la parte derechade la tabla). Naturalmente esto es una consecuencia de la presencia del término 2uven el desarrollo de (u + v )2. Transferir la discusión a un marco geométrico y ver losdos rectángulos en cada paso, como se observa en el siguiente diagrama, puede seruna experiencia provechosa. (Este diagrama se aplica al cálculo de una raíz cuadradade tres dígitos, abc = a · 102 + b · 10 + c. El cálculo de √55225 es el mismo ejemplodiscutido por Liu Hui.)
Figura 8
Diagramas similares se pueden encontrar en la literatura, por ejemplo, en los comen-tarios de Theon de Alejandría sobre el Almagesto de Ptolomeo, a finales del siglo IV(Chabert; et al.; 1994). Se debería advertir que los cálculos de raíces cúbicas, que estánbasados en diagramas análogos 3D, también se abordan en los Nueve Capítulos (Shen;Crossley & Lun, 1999 pp. 218 sqq).Mientras que el algoritmo aritmético anteriormente presentado permite calcular fácil-mente raíces cuadradas con la exactitud deseada, su eficiencia está lejos de ser óptima.De hecho, cuando se compara con el conocido método usado por Herón de Alejandría,en el siglo I, uno se pregunta por qué éste último no consiguió implantarse en loscurrículos escolares como ocurrió con la primera.En el Libro I de su Métrica, Herón propone como método de cálculo de √k la expresión12 (a+ ka). Luego calcula √720 como resultado de aplicar a un triángulo de lados 7,8, 9 la fórmula que lleva su nombre para obtener el área de un triángulo en funciónde sus lados. En el texto, al explicar su método para obtener la raíz, Herón no solo
8 De acuerdo con (Shen; Crossley & Lun, 1999), la regla presentada en los Nueve Capítulos “es el primerregistro en la historia de las matemática de extracción de raíces cuadradas en el sistema decimal” (p. 209).El diagrama coloreado al que Liu Hui se refiere en su comentario se ha perdido pero fue preservado de unageneración a otra durante mucho tiempo. Una figura similar a la de aquí se presenta se puede encontraren la Gran Enciclopedia del Reinado de Yongle (Yongle Dadian), de inicios del siglo XV, donde aparece untrabajo de Yang Hui sobre los Nueve Capítulos de 1261. De acuerdo con (Lam & Ang, 2004 p. 107), éste esel diagrama sobre raíces cuadradas más antiguo que existe en la literatura china.
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describe los cálculos realizados paso a paso, sino que también introduce explícitamentela idea de reiterar el proceso para obtener una mejor aproximación. Ver el texto Herónen (Heath, 1981 p. 324).No es conocido cómo Herón obtuvo el método anterior para calcular raíces cuadradas.Quizás forme simplemente parte del “folklore matemático” de su tiempo, que posible-mente data de la época de Arquímedes. Pero es interesante subrayar que, presumi-blemente, un método usado por los matemáticos mesopotámicos para calcular raícescuadradas –“un método del que hay evidencias textuales”, por usar las palabras de Katz(2009 p.18)– puede estar relacionado con el algoritmo de Herón para raíces cuadradas.Considerando un cuadrado de lado a, que forma parte de un cuadrado de área k ,se puede encontrar una mejor aproximación de √k diseccionando el gnomon del áreab = k−a2 (esto es, la forma L-inversa) en dos rectángulos y un cuadrado. Despreciandoeste “pequeño” cuadrado (de lado c = √k − a), se puede aproximar el lado c de losrectángulos restantes por medio de b2a . De hecho, la expresión a+ b2a se usó durantesiglos como una aproximación de √a2 + b (con resultados análogos para √a2 − b,donde esta vez se considera un cuadrado de lado a que contiene a un cuadrado deárea k ).
Figura 9
Aunque las manipulaciones algebraicas necesarias no eran accesibles para los matemá-ticos mesopotámicos o griegos, se debe resaltar que la expresión a+ b2a = a+ k−a22a sepuede reducir trivialmente a la fórmula de Herón, 12 (a+ ka). Lo que pretendo mostrares que, a pesar de lo anacrónica que puede ser esta visión (una “herencia” o “pre-sentism” en el mejor de los casos), el estilo mesopotámico previo de los argumentosgeométricos-algebraicos que conducen a la fórmula de Herón para raíces cuadradasarrojan una visión interesante sobre el conocido algoritmo.La eficiencia excepcional del algoritmo de Herón se puede analizar, de forma provechosa,considerándola como un caso particular del conocido método de Newton-Raphson enel que se establece la convergencia cuadrática.
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6. Conclusión
En su revisión del ICMI Study 10 (Furinghetti, 2005 p. 370) subraya la “falta de cono-cimiento histórico” de los que enseñan –ya sea a futuros profesores en la universidado a estudiantes en la escuela– como “un gran obstáculo para el uso de la historia [delas matemáticas] en la enseñanza”.Mi objetivo principal, cuando enseño historia de las matemáticas a futuros profesoresde educación secundaria, es permitirles desarrollar un reconocimiento y experiencia(congruente con su contexto de enseñanza) del papel que la historia puede jugar ensu propia enseñanza. Ellos serán los que deberán decidir cómo usar esa visión siconsideran que les puede ayudar en su recorrido matemático con sus alumnos. Pero,para que esto ocurra, necesitan no sólo ser conscientes del potencial papel de lahistoria, sino también alcanzar un alto nivel de autonomía y confianza –como es elcaso, naturalmente, de cualquier otro aspecto de sus acciones profesionales– paraser capaces de tomar decisiones pedagógicas. Es, por ello, esencial que, durante suformación universitaria perciban las posibilidades (y limitaciones) del uso de la historiade las matemáticas en la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas. Esto no puedesuceder a menos que los departamentos de matemáticas responsables de la formaciónde profesores vean la historia de las matemáticas como una parte bona fide de sumisión y responsabilidad. Es justo decir que, en general, probablemente se necesitamejorar en ese aspecto –aunque actualmente seamos testigos de que la historia de lasmatemáticas está siendo mejor aceptada y promocionada en los círculos matemáticosy educativos.AgradecimientosEl autor está profundamente agradecido a Mª Teresa González Astudillo y José MaríaChamoso Sánchez por su amabilidad al traducir este manuscrito.
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